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Introduction 



Tout au long de ce travail, nous considérons que C est une courbe algébrique 
lisse de genre g sur un corps algébriquement clos de caractéristique 0. 

Le problème de Brill-Noether consistait à l'origine à déterminer à quelles 
conditions il existe un fibré vectoriel en droites L sur C, de degré d et possédant k 
sections globales indépendantes. On obtenait ainsi un morphisme de la courbe C 
dans l'espace projectif P fc_1 et la résolution du problème de Brill-Noether dans 
ce cas a permis de faire considérablement avancer la classification des courbes 
et l'étude de la variété de modules de courbes M g . Les premiers résultats 
remontent à la fin du siècle dernier. On trouve une approche moderne de ce 
problème avec une démonstration de tous les théorèmes connus dans l'ouvrage 
de Arbarello, Cornalba, Grifhths et Harris (cf [A-C-G-H]). 
Avec l'apparition des variétés de modules U Uj d (resp. U n> d) de fibrés vectoriels 
stables (resp. semi-stables) de rang n et de degré <i, le problème de Brill-Noether 
se généralisait: à quelles conditions existe-il des fibrés stables de rang n de degré 
d possédant k sections globales indépendantes? 

En généralisant les constructions faites dans le cas des fibrés en droites, on est 
amené à poser (voir le chapitre 1): 

== {E e U n , d | h°(E) > k} 

WnA ■■={{E]eÙ n , d \h G {g?E)>k} . 

L'apparition de l'exposant k — 1 est due au cas des fibrés en droites: on cherchait 
un morphisme C — > F k ~ 1 . Mais pour les fibrés de rang supérieur, cette notation 
est particulièrement malheureuse. 

On donne à W^ 1 (resp. W^ 1 ) une structure de sous-schéma fermé de U n ^ 

(resp. Û nÂ ) (cf [L], [A-C-G-H] ou [B-G-N]). Le problème de Brill-Noether 
consiste alors à trouver quand ces espaces sont vides, quelle est leur dimension, 
s'ils sont irréductibles etc.. 

Il résulte de la construction que si W^ 1 ^ et si W^ 1 ^ U n ,di alors on sait 
que 

dim(W n fc " 1 ) > p(g, d, n, k - 1) = n 2 (g - 1) + 1 - k(k - d + n(g - 1)) 

Jusqu'au début des années 90, nous avions très peu de résultats (cf [Se]) 
pour les fibrés de rang supérieur à un. Monserrat Teixidor i Bigas démontre 
en 1991 un théorème qui donne une solution assez générale au problème (cf 
[Tel] ou théorème B-2 du Chap. 1). Ce théorème est encore aujourd'hui le 
résultat le plus général que nous possédons. Cependant il n'est pas entièrement 
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satisfaisant: il n'est valable que pour une courbe générique (dans un sens très 
vague) et des résultats plus récents montrent qu'il ne donne pas une solution 
optimale. En 95, Brambila-Paz, Grzegorczyk et Newstead (cf [B-G-N] ou 
théorème B-4 du chap. 1) donne une solution au problème pour toutes les 
courbes si — < 1. 

n — 

Ce travail consiste en fait à généraliser ce théorème au cas des fibrés stables de 
pente 1 < \x < 2. Nous nous inspirons très largement des idées contenues dans 
[B-G-N] pour démontrer le théorème suivant: 

Théorème: Soit C une courbe lisse. On suppose que 1 < — < 2. Alors les 
espaces de Brill-Noether W^ 1 sont non-vides si et seulement si 

k < n-\ — (d — n) 
9 

et alors toutes les composantes irréductibles de W^ 1 sont de dimension exacte- 
ment p(g, d,n,k — 1) . 

Pour démontrer ce théorème, nous commençons dans le chapitre 2 par étudier 
les fibrés vectoriels engendrés par leurs sections: si F est un fibré vectoriel de 
rang / et de degré d engendré par ses sections, alors on note D(F) le dual du 
noyau du morphisme d'évaluation: 

O >D(F)* >H°(F) <g> O >F >0 

Nous obtenons que si F est stable de rang / et de pente y > 2g, D(F) est un 
fibré stable de rang n = d — gl et de degré d possédant n + l sections globales 
indépendantes. La condition y > 2g implique que ^ < 2. On obtient un 
isomorphisme 

ceci donne un plongement 

Ui,d ^ Ud-gl,d- 

A notre connaissance, l'existence de tels morphismes entre des variétés de 
modules de fibrés stables étaient inconnus jusque là: nous y consacrerons 
ultérieurement une étude. 

De plus, Paranjape et Ramanan (cf [P-R]) ont montré que si K est le fibré 
canonique, alors D(K), que nous noterons Ek, est un fibré stable si la courbe 
C est non-hyperelliptique (semi-stable sinon) . On en déduit la non-existence de 
fibré stables de pente < 2 avec k > n + -(d — n). Nous préciserons quelques 
propriétés remarquables de ce fibré. 

Le chapitre 3 est le chapitre technique de ce travail: le chapitre 2 donne 
l'existence de fibrés stables tels que le rang et le degré vérifient d — n = gl; il 
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reste donc à traiter le cas des fibrés de rang n et de degré d tels que d — n n'est 
pas divisible par g. Nous sommes conduits à faire des calculs de paramètres un 
peu lourds et complexes, mais nous n'avons pas trouvé d'échappatoire. 

Notons que ce théorème montre en fait que si ^ > 1, ^ < 1 et (^, ^) 7^ (a, 1) 
avec a un entier, alors W n ~^ est non vide. 

Je remercie J.M. Drezet, I. Grzegorczik, Y. Laszlo, P. E. Newstead et C. Sorger 
pour m'avoir soutenu dans mon travail. 



Chapitre 1: Le problème de Brill-Noether 

Dans ce chapitre nous définissons les espaces de Brill-Noether (partie A), puis 
nous donnons un panorama des différents résultats connus jusqu'à aujourd'hui 
(partie B). 

A- Les espaces de Brill-Noether 

Soit C une courbe algébrique lisse de genre g > 2 sur un corps algébriquement 
clos de caractéristique 0. 

Notations: On notera O = Oc le fibré trivial, K le fibré canonique sur C, et 
L k = L@- ■ -®L (resp. L® k = L® ■ ■ -®L) la somme (resp. le produit tensoriel) 
de k fois le fibré L. 

Un g k d est un fibré vectoriel en droites de degré d possédant k + 1 sections 
globales indépendantes. 

Si E est un fibré vectoriel algébrique de rang n et de degré d sur C, n(E) = ^ 
est la pente de E. 

Si F est un fibré vectoriel sur C, on notera rtp et dp le rang et le degré de F. 
De plus, on notera D(F) le dual du noyau du morphisme d'évaluation de F: 

D(F) = Ker(ev : H°(F) ®0 — ► F)* . 

On pose h^E) = dimW(E). 

On rappelle qu'un fibré E sur C est dit stable (resp. semi-stable) si pour tout 
sous- faisceau propre F de £ on a n(F) < n(E) (resp. n(F) < n(E)). 

Tout fibré E semi-stable admet une filtration 



= E C • • • C E p = E 
4 



telle que Ej/Ej-i est stable et fi(Ej/Ej-i) = n{E) pour < j < p. Le 
fîbré gradué associé Q)jEj/Ej_i est appelé le gradué de E et est noté grE. 
La filtration sera appelée filtration de Harder-Narasimhan. Pour les fibrés non 
semi-stables on a une filtration analogue où les quotients sont supposés semi- 
stables de pentes strictement décroissantes. Cette filtration sera aussi appelée 
filtration de Harder-Narasimhan. 

On note U n ^ (resp. U ni d) la variété de modules des fibrés vectoriels stables (resp. 
semi-stables) de rang n et de degré d sur C. Les points de U n ^ sont les classes 
d'isomorphisme de fibrés stables tandis que les points de U n ^ représentent les 
classes d'équivalences de fibrés semi-stables, où E ~ F si et seulement si leurs 
gradués grE et grF sont isomorphes (cf [Se] ou[L]) . On notera [E] la classe 
d'équivalence contenant E. 

Les espaces de Brill-Noether: Les espaces de Brill-Noether W^ 1 et W^ 1 
sont définis en tant qu'ensembles par: 

== {E e U n , d | h°(E) > k} 
W k nA ■■={[E]eÛ n4 \h G {g £ E)>k} 

On donne à W 7 ^" 1 (resp. W 7 "^" 1 ) une structure de sous-schéma fermé de U n ^ 

(resp. Û n4 ) (cf [L], [A-C-G-H] ou [B-G-N]). Le problème de Brill-Noether 
consiste à trouver quand ces espaces sont vides, quelle est leur dimension, s'ils 
sont irréductibles etc.. 

Il résulte de la construction que si W^ 1 ^ et si W^ 1 ^ U n ,d-, alors: 

- toute composante irréductible W de W^ 1 vérifie 

dim(W) > p(g, d, n, k - 1) = n 2 (g - 1) + 1 - k(k - d + n(g - 1)) 

- son espace des points singuliers SingW 7 ^" 1 vérifie 

- son espace tangent en un point E tel que h°(E) = k est le noyau du 
morphisme 

p* : Ex^iE.E) >B°(E)* (g) H 1 (£') 

dual du morphisme de Pétri 

p : B°(E) (g) B°(E* (g) K) >H°(End(£) ® K) 

donné par la multiplication des sections. 
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On déduit de cette dernière propriété que si le morphisme de Pétri est injectif en 
un tel point E, alors W^ 1 est lisse en ce point et que la composante irréductible 
contenant E est de dimension p(g, d, n, k — 1). 

On ne sait pas en général quand W^~ d x est non vide, irréductible et quand le 
morphisme de Pétri est injectif. On sait encore moins de choses sur W^ 1 . En 
fait, W^~ d n'est même pas la clôture de W^~ d dans U njd (cf [B-G-N]). 

Il est coutume de poser fi = ^ et \ = K L'idée est due à A. King. Ceci permet 
de se ramener à un problème à deux variables (p, et À) au lieu des trois variables 
d, n et k et donne une certaine analogie avec le cas des fibrés en droites, comme 
nous le verrons par la suite. De plus, les résultats vont pouvoir s'interpréter 
sur des graphiques (fi en abscisse et À en ordonnée). Si E est un fibré sur C 
de rang n et de degré d possédant k sections globales indépendantes, on associe 
à E le point de coordonnées (-,-), et le problème de Brill-Noether devient: 
en un point de coordonnées ^) existe-t-il des fibrés E de rang n, de degré 
d possédant k sections globales indépendantes? Et quelle est la structure de 
l'espace de Brill-Noether W^ 1 constitués par tous ces fibrés? 

Les théorèmes de Riemann-Roch et de Clifford permettent de dégager une zone 
où le problème n'est pas trivial (cf figure a) : 

Théorème de Riemann-Roch: Soit E un fibré vectoriel de degré d et de 
rangn sur C , alors h° (E) - h 1 (E) =d + n(l-g). D'où h°(E) >d + n(l-g) 
ou encore À > [i + 1 — g. Donc en dessous de la droite À = [L + 1 — g, les espaces 
de Brill-Noether sont les espaces U n ^ tout entiers. 

Théorème de Clifford: Soit E un fibré semi-stable de rang n et de degré d 
sur C , tel que < n(E) < 2g — 2. Alors on a 

h°(E) <n + ^ . 

Or, k<n+^<^X<l + ^. Donc au-dessus de la droite d'équation À = 1 + ^, 
les espaces de Brill-Noether sont vides. 

Notons que l'on trouve une démonstration du théorème de Clifford par G. Xiao 
dans [B-G-N] hormis la démonstration des cas d'égalité que l'on peut lire dans 
un article de R. Re (cf [Re]). Dans cet article l'auteur précise le théorème de 
Clifford. Nous donnons ici une version simplifiée des différents théorèmes: 

A-l Théorème: Soit C une courbe non-hyperelliptique et soit E un fibré 
vectoriel semi-stable de rang n et de degré d tel que 1 < n(E) < 2g — 2. Alors 
on a 
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qui peut aussi s 'écrire À < . 

D'autre part, il est clair qu'un fibré semi-stable de degré négatif n'a pas de 
sections globales. Donc on peut se restreindre à p > et bien sûr à À > 0. De 
plus, si E est un fibré semi- stable de pente p > 2g -2, H 1 (i?) = H°(E*®K) =0 
puisque la pente de E* <g> K est strictement négative. D'après le théorème de 
Riemann-Roch on obtient dans ce cas B°(E) = d — n(g — 1). Donc si p > 2g — 2 
tous les fibrés se trouvent sur la droite de Riemann-Roch À = p, — g + 1. 

On déduit de ce qui précède une première zone délimitée par la droite de 
Riemann-Roch, celle de Clifford, les axes et la droite p = 2g — 2 (cf figure 
a). La droite de Re n'intervient que pour le cas non-hyperelliptique. En dehors 
de cette zone, les espaces de Brill-Noether sont soit vides soit la variété de 
modules U n ^ toute entière. 

Enfin, pour que W^ 1 soit non vide, on peut escompter que sa dimension 
théorique, p(g, d, n, k — 1) = n 2 (g — 1) + 1 — k(k — d + n(g — 1)), soit positive. 
En fait cette inégalité ne s'exprime pas qu'en fonction des variables p et À et 
dans la pratique l'inégalité p(g, d, n, k — 1) > 1 a un rôle essentiel. Déjà elle 
s'exprime parfaitement avec les seules variables p et À: 

p(g, d, n, k - 1) > 1 & ± (p{g, d, n, k - 1) - l) > 

et 

à(p( s ,d, n ,k-l)-ï)=g-l-$($-$ + g-ï)=g-\(\-p + g-ï)-l 
Donc 

p(g, d,n,k — 1) >1 p(g, p, 1, A - 1) > 1 

On appelle la courbe d'équation p(g, p, 1, À — 1) = 1, la courbe de Brill-Noether. 
Cette équation est notée dans de nombreux articles p = 0. L'équivalence ci- 
dessus montre que l'existence d'un fibré stable de pente ^ avec k sections est 
liée à l'existence de fibrés en droites de "degré" p avec À sections (il faudrait que 
ces valeurs soient entières): c'est dans ce sens qu'il faut comprendre le théorème 
de Teixidor (théorème B-2 de ce chapitre). 

Sous cette courbe les espaces de Brill-Noether sont escomptés être non vides (cf 
figure a). 

Remarquons ici que le théorème de Riemann-Roch et la dualité de Serre 
impliquent une certaine symétrie dans le graphique: si E de pente p, a k sections, 
alors h°(K ® E*) — h 1 (£^) = k + n(g — 1) — d. Donc si E correspond à un point 
(p,, À), alors K <g> E* se place en (2g — 2 — p, X + g — 1 — p). Il suffit donc de 
traiter le cas < p < g — 1, le reste se déduisant par symétrie. 

Le problème de Brill-Noether se ramène ainsi à l'étude de la région que l'on a 
dégagée précédemment et il faut déterminer pour quels triplets (n, d, k) de cette 
région (et pour quelles courbes!) on a bien: 

" (resp. W^ 1 ) est non vide 
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- d 1 (resp. W 7 ^ 1 ) est irréductible, de dimension p(g, d, n, k — 1). 

- Le lieu des points singuliers de W^ 1 vérifie 

Smg<^=< d 

Ceci a fait l'objet de nombreux articles et l'on possède déjà un certain nombre 
de résultats. Nous en donnons un panorama dans la partie suivante. 

B- Panorama des résultats connus 

Pour les fibrés en droites, la situation est particulièrement satisfaisante. Tous 
les résultats se trouvent dans [A-C-G-H] chap.V et sont dus à une liste 
impressionnante de mathématiciens. Les principaux résultats dont nous aurons 
besoin par la suite peuvent se mettre sous la forme du théorème suivant: 

B-l Théorème: Si C est une courbe algébrique lisse de genre g et si 
p(g,d,l,k- 1) > 0, alors Wf' 1 ^ 0. Si C est une courbe algébrique lisse 
générique de genre g, alors 

wJ-Vl«p(^,M-i)>o 

et si p(g,d,l,k — 1) > 1, on a dimW^ 1 = p(g,d,l,k — 1) ainsi que 
SingW?- 1 = W* d . 

Pour les fibrés de rang supérieur, le théorème le plus général que nous connais- 
sons est dû à M. Teixidor i Bigas (cf [Te-1] 1990). La formulation en était 
fort complexe et n'a été "simplifiée" que ultérieurement (Grzegorczyk, King, 
Newstead...) avec l'introduction des paramètres À et p. Ici, nous en donnons 
une version plus courte, mais complète grâce à la symétrie de Riemann-Roch 
signalée à la fin de la partie A (cf figures b et c): 

B-2 Théorème: Soit C une courbe lisse générique. 

Si pour des valeurs entières Ào et po, p(g, po, 1, Ào — 1) > 1, alors pour toutes 
valeurs p = ^ > po et À = ^ < Ào, W 7 ^" 1 (resp. W^ 1 ) est non vide et possède 
une composante irréductible de la bonne dimension. 

Si p(g, po, 1, Ao — 1) = 1, l'assertion est encore vraie, sauf pour p = po où l'on 
doit se restreindre aux fibrés semi-stables. 

La démonstration de Teixidor utilise des techniques de dégénération de courbes. 
Elle construit une variété de modules U n ^d (resp. U n ^d sa compactification) de 
familles de fibrés vectoriels stables (resp. semi-stables) de rang n et de degré d 
indexée par une famille de courbes " locale" : on considère une famille projective 
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et plate de courbes n : X — > S avec X lisse et S le spectre d'un anneau 
de valuation discrète (complet ou Hensélien cf [E-H-l] p. 347 et suivantes) 
telle que la fibre générique soit non singulière et la fibre spéciale n'ait comme 
singularité que des points doubles ordinaires. Une famille de fibrés stables (resp. 
semi-stables) est alors un faisceau cohérent sur X tel que sa restriction à la fibre 
générique soit un fibré stable (resp. semi-stable) et que sa restriction à la fibre 
spéciale soit un faisceau de profondeur 1 6-stable (resp. 6-semi-stable) (cf [Se] 
Chap. 7). Ceci nécessite de polariser la courbe spéciale puisqu'elle n'est pas 
lisse. La construction ne diffère alors en rien de celle donnée dans [Se ] Chap. 8. 
Puis elle suppose que la fibre spéciale T est composée d'une courbe rationnelle 
lisse intersectée par g courbes elliptiques. La partie technique est alors de donner 
des conditions pour qu'un fibré 6-stable sur T avec k sections se prolonge en 
une famille de fibrés sans perdre de sections. C'est en fait la généralisation des 
séries linéaires limites introduites par Eisenbud et Harris (cf [E-H-l-2-3]). 

Notons que la variété de modules U n ,d étant projective, un fibré semi-stable T g 
sur la fibre générique se prolonge en un faisceau T sans torsion sur X tel que sa 
restriction JF à la fibre spéciale soit un faisceau de profondeur 1. Aux points 
singuliers, JF peut ne pas être localement libre. Il faut alors utiliser des blowing 
up pour obtenir un fibré au-dessus de la courbe spéciale. Mais si l'on suppose 
que la courbe spéciale est lisse, JF est immédiatement un fibré et le théorème 
de semi-continuité implique que h°(jF ) > \P{Tg) (cf [H] théorème 12.8 p. 288). 
On en déduit le lemme suivant: 

B-3 Lemme: Soit g, n, d, k des entiers tels que, pour une courbe lisse générique 
de genre g, il existe un fibré semi-stable E de rang n, de degré d et possédant 
au moins k sections globales. Alors l'existence d'un tel E est vraie pour toutes 
les courbes lisses. 

Démonstration: Il faut alors comprendre le terme générique comme "il existe 
un ouvert V de la variété de modules de courbes M g tel que sur toute courbe 
lisse dans V il existe un bon fibré" . Soit C une courbe lisse, alors il existe une 
famille projective et plate de courbes n : X — > S comme ci-dessus telle que la 
fibre générique géométrique soit dans V et la fibre spéciale égale à C. Alors le 
fibré semi-stable E sur la fibre générique se prolonge à X pour donner un fibré 
semi-stable sur la courbe C et il possède au moins autant de sections globales 
que E. 

Ce lemme est faux pour les fibrés stables: la variété U n ^ n'est pas compacte. 
Le lemme A-3 du chapitre 2 (cf plus loin) montre par exemple que pour C non- 
hyperelliptique il existe un fibré stable, noté Ek, de rang g — 1 de degré 2g — 2 
possédant g sections globales alors que si la courbe est hyperelliptique, il n'existe 
que des fibrés semi-stables non stables qui possèdent au moins g sections. Ce 
cas n'est pas unique. 
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L'existence de fibré stables dans le théorème de Teixidor, comme on vient de le 
voir, n'est valable que pour une courbe générique. Par contre, pour les fibrés 
de petite pente, de pente < 1, on trouve une description précise et valable pour 
toutes les courbes des espaces de Brill-Noether de fibrés stables. Le théorème 
suivant est démontré dans [B-G-N] (cf graphique d): 

B-4 Théorème: Soit C une courbe lisse. On suppose que < â < 1. 
W 7 ^" 1 est non vide si et seulement si 

d>0,n<d+(n — k)g et (n, <i, k) ^ (n, n, n) 
et alors W^ 1 est irréductible de la bonne dimension et vérifie 

_ ' SingW^ = Wl d 

W k ~ d x est non vide si et seulement si 

(d = et k < n) ou (d > et n < d + (n — k)g) 
et alors W k ~ d l est irréductible. 

L'inégalité n < d + (n — k)g peut s'écrire 1 < fi + g(/i — À), ou encore 
À < 1 + -(/x — 1). On notera A la droite d'équation À = 1 + -(/x — 1). La 
droite A est en fait la tangente à la courbe de Brill-Noether p(g, n, À, k — 1) = 1 
au point (1, 1). Pour < fi < 1, les espaces de Brill-Noether correspondants à 
des points au-dessus de cette droite sont vides. 

De plus, la clef de voûte de la démonstration est: si E est un fibré semi-stable de 
pente < 1 avec k sections globales indépendantes, alors il peut s'écrire comme 
une extension de fibrés 

>O k >E >F >0 . 

Et on vérifie que ces extensions sont paramétrées par une variété irréductible de 
dimension attendue (aux automorphismes près de O k ). On voit que ce théorème 
donne une solution complète pour les courbes de genre 2 grâce à la symétrie 
de Riemann-Roch (cf figure e). C'est la raison pour laquelle dans les chapitres 
suivants, nous supposerons que g > 3, même si les résultats restent le plus 
souvent valables dans le cas g = 2. 

En fait, le travail qui suit a pour objet principal de montrer que l'inégalité 
ci-dessus est encore valable pour une pente \i comprise entre 1 et 2 (cf figure f). 

Il existe de nombreux autres résultats moins généraux comme par exemple: 

-Si0<d<<7 — 1, W® d est irréductible de la bonne dimension (cf [Su]) et 
Smg< d = < d (cf [L]). ' 

- Le cas des fibrés de rang 2 est en partie traité dans [Su], [Te- 2-3] et [T]. 

- Les variétés W^J 1 et W^ 1 sont décrites dans [B-N]. 

L'étude de ces cas particuliers fait apparaître que peut avoir une dimen- 

sion plus grande que p, peut ne pas être réduit et avoir un lieu de singularité 
distincts de W k d , et ceci même pour C générique. 
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Chapitre 2: La droite a 



Nous montrons dans ce chapitre que pour une pente n, 1 < \i < 2, les 
variétés de Brill-Noether W^ 1 sont vides si le point de coordonnées (^, ^) 
se trouve au dessus de la droite A. De plus, pour tout point ayant un sens 
sur cette droite, nous donnons une description complète des espaces de Brill- 
Noether correspondants. Il résulte de la partie B que les points sur la droite A 
correspondent à des fibrés de rang n de degré n + gl possédant n + l sections 
globales, où / est un entier. Dans la partie C nous donnons une description 
générale des espaces de Brill-Noether dans le cas où ceux-ci sont non-vides. Il 
nous restera à prouver l'existence de fibrés stables correspondant à des points 
sous la droite A quand d = n + gl + V avec < V < g. Ceci sera fait dans le 
chapitre 3. 

La partie A traite la non-existence. 

La partie B traite l'existence et décrit les espaces de Brill-Noether correspon- 
dants pour les points qui se trouvent sur la droite A. 

La partie C précise la structure des espaces de de Brill-Noether pour ^ < 2. 

A- Non-existence de fibrés stables. 

Rappelons tout d'abord que la droite A a pour équation À = 1 + -(fj, — 1). Le 
théorème ci-dessous implique qu'au-dessus de cette droite les espaces de Brill- 
Noether sont vides. 

A-l Théorème: Si E est un fibré semi-stable sur C de rang n et de pente \x, 
< \i = £ < 2, alors 

h°(E) <n+^(d-n) 

ce qui s'écrit aussi 

A< 1 + -(ax — 1) 
9 

oùk = h°(E) et\=%. 

Par la suite, nous aurons besoin d'un résultat plus général. L'hypothèse de 
la semi-stabilité du fibré E est souvent difficile à vérifier. La proposition ci- 
dessous permet de contourner ce problème dans certains cas. Le théorème A-l 
s'en déduit immédiatement. 

A-2 Proposition: Soit E un fibré vectoriel de rang n et de degré d tel que: 
- son sous- fibré semi-stable maximal est de pente < 2; 
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- h°(E*) =0. 
Alors 

h°(E) < n+ -(d-n) (**) . 

Nous aurons besoin du lemme suivant qui est dû à Paranjape et Ramanan (cf 
[P-R]): 

A-3 Lemme: Soit K le fibré canonique, alors D(K), le fibre vectoriel de 
rang g — 1 et de degré 2g — 2 dual du noyau du morphisme d'évaluation 
H°(K)®0 -> K: 

>D(K)* >H.°(K) © O >K >0 

est stable si la courbe C n'est pas hyperelliptique, sinon on a D(K) ~ L © • • • © L 
où L est l'unique g\ de C . Dans ce cas, D(K) est semi-stable, non stable. 

Nous noterons Ek, le fibré D(K). Enfin, pour les fibrés de pente 2, on a le 
corollaire suivant de la proposition A-2: 

A-4 Corollaire: Si E est stable de pente 2, l'inégalité (**) est toujours valable 
pour E 9^ Ek et C non hyperelliptique ou E ^ L et C hyperelliptique de g\ 
isomorphe à L. 

Démonstration de la proposition A-2 et de son corollaire: Considérons la suite 
exacte 

>E* K >E°(K) © O >K >0 

On tensorise cette suite par un fibré E 

>E* K © E >H°(K) © E >K © E >0 

pour obtenir une suite exacte longue: 

— ► B°(E © E* K ) — ► B°(E) © B°(K) — > B.°(E © K) 

— > R\E © E* K ) — ► H 1 ^) © R°(K) — > R\E © K) — > 

Supposons que h°(E © E* K ) = et que h x (E © K) = 0. Alors d'une part, 
on a h°(E © K) > g k avec h (E) = k et d'autre part, d'après le théorème de 
Riemann-Roch, on a 

h°(E © K) =h 1 (E®K) + n(2g - 2) + d - n(g - 1) 
= ng — n + d 

Donc, 

kg < ng — n + d 
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d ou 

d — n 

k < n H 

9 

Ce qui donne en divisant par n et en posant fj, = ^ et À = ^: 

\<i + -(n-i) 

9 

Ce que nous voulions. 

Il reste donc à montrer que dans les conditions de la proposition on a bien 
h°(E (g) E* K ) = h 1 (E®K) = 0. 

Si le sous-fibré maximal de E est de pente < 2, alors il n'existe pas de morphisme 
non nul de Ek semi-stable de pente 2 dans E, donc YP^E^ <g> E) = 0. Si i? 
est stable de pente 2, le même raisonnement est valable dans les conditions du 
corollaire. 

D'après le théorème de dualité de Serre, on a: h 1 (i? (g) K) = h°(E*). Par 
hypothèse h°(E*) = 0, ce qui termine la démonstration. 

A-5 Remarque: Supposons d > 0. On a montré en fait qu'en un point (-, — ) 
au-dessus de la droite A, il ne peut exister de fibré semi-stable E de rang n, 
de degré d et possédant k sections indépendantes que si h (E ® E^-) ^ et 
que h (E <S> Ex) mesure en fait le nombre maximal de sections supplémentaires 
possibles. 

Pour majorer le nombre de sections globales inépendantes de E, on voit qu'il 
sera intéressant de majorer h°(E <g> E* K ). Dans ce but, on donne pour E K une 
sorte de lemme de dualité de Serre 

A-6 Lemme: Soit E un fibré vectoriel, alors R°(E <g> E* K ) ~ H 1 (D(E))*. 

Démonstration: On a vu que H (E ® E* K ) est le noyau du morphisme H (E) ® 
U°(K) — > H°(E <S> K) donné par la multiplication des sections. Or, la suite 
exacte 

>D(E)* <g) K >K°(E) <g> K^^E ® K 

montre que ce noyau est encore isomorphe à B°(D(E)* ® K), ce qui termine la 
démonstration du lemme. <0> 

B- Les points de la droite A 

Un fibré vectoriel stable (resp. semi-stable) E de pente /j,, 1 < ji < 2 
correspondant à un point sur la droite A doit vérifier 

kg = d + n(g- 1) 
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On posera avantageusement k = n + 1. Alors 

kg = d + n(g - 1) g(n + 1) = d + n(g - 1) <=ï d = n + gl 
De plus, 1 < (i(E) = ^ = 1 + ^ <2 implique 

0<^<1, 
n 

ce qui montre que / > et n > gl. 

Les espaces de Brill-Noether que l'on se propose de décrire ici sont donc W™^^ 

(resp. W™+ l ~g t ), pour / > et n > gl (cf figure f). 
Rappelons que si F un fibré vectoriel, alors on note 

D(F) = Ker(ev : O <8> H°(F) >F)* . 

Le théorème suivant donne la description annoncée: 

B-l Théorème: Soit n,l des entiers, l > et n > gl. Alors on a des 
isomorphismes 

Ul, n +gl >W n,n+gl 

F i — D(F) 



et 

Ui, n+g i - >W™+ l ~ g ) 
F ^ D(F) 



Démonstration: On donnera une démonstration du théorème essentiellement 
pour les fibrés stables. Le cas semi-stable est identique à quelques détails près, 
que nous nous efforcerons d'indiquer. 

Soit F un fibré stable (resp. semi-stable) de degré d = n + gl et de rang /. On a 
d _ n+gl ^ puisque par hypothèse n > gl, F est engendré par ses sections, 
h x (F) = et h°(F) = d - l(g - 1) = / + n. On pose E ~ D(F). On a une suite 
exacte 

>E* >0 ® H°(F) >F >0 , 

et E est un fibré vectoriel de rang n, de degré d tel que h°(E) > n + l et 
h°(F*) = 0. De plus, comme n > Ig, (J,(E) = ^ = l + ^<2. L'énoncé 
du théorème est donc cohérent. On va d'abord montrer que E est stable 
(resp. semi-stable), puis on définit le morphisme Ui jn+g i — > W™* 1 ^ (resp. 

Ui^n+gi — > n+gz) e ^ P our terminer on montre que c'est un isomorphisme (la 
stabilité de F a déjà été démontrée par David Butler (cf [B]). 
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Stabilité de E: On se restreint maintenant au cas F stable. Supposons que E 
n'est pas stable. Soit G un fibré quotient de E stable de plus petite pente, on 
a une suite exacte 

>H >E >G >0 

où H est le noyau. Par définition, on sait que fx(G) < n(E) et donc 

D'après la proposition A-2, on sait que 

h°(G) <n G + -(d G -n G ) . 
9 

Le fibré G est engendré par ses sections, on peut poser h°(G) = n G + l G , où l G 
est un entier strictement positif. L'inégalité précédente s'écrit 

h < ~(d G - n G ) 
9 

et donc 

d G > n G + gl G . 
Or d G = d — dn et n G = n — nu- L'inégalité devient 

d — du > n — n,fj + gl G 

et avec d = n + gl 

g(l - l G ) +n H >d H 

-3-(l-l G ) + l> 4b- . (*) 

Par hypothèse n{H) > n{E) = l + sl>l, donc / > l G . 
D'autre part le diagramme 



I 

H 

I 

— > F* — ► O n+l ~H°(F)*®C — > E — > 

I 

G 

ï 
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peut se compléter en un diagramme commutatif de la manière suivante: on a 
un morphisme B°(O n+l ) -> H°(G) qui est la composée de B.°(O n+l ) ^ R°(E) 
et de H°(E) — > H (G). Soit V l'image de ce morphisme; comme O n+l engendre 
E, on en déduit que V engendre G et donc que l'on peut écrire dim V = uq + Iq 
avec l' G > 0. De plus V H°(GQ, donc l' G <Ig < l- Et le noyau du morphisme 
surjectif O n+l ^V®0 est un fibré trivial de la forme O nH+lH , c'est un sous- 
espace de sections de B°(H). Ce qui donne le diagramme: 





— > M* — ► O nH+l> H — ► H 

— > F* — ► O n+l — > E — ► 

— > N* — ► oLv — > G — > 

I I 





où M* et N* sont les noyaux des morphismes d'évaluation correspondant 
aux espaces de sections. On a / = l' H + l' G , et comme l G > l G , on obtient 
l' H > l - h > 0- 

De plus, d,M < du'- en effet, du — dM est le degré du coker de O nH+l H — > # 
et if a pour filtration de Harder-Narasimhan H$ C • • • C iïj = H et 
fj,(Hj/Hj_i) > n(G); le lemme ci-dessous permet de conlure (la démonstration 
en est triviale): 

B-2 Lemme: Soit E un fibré vectoriel de filtration de Harder-Narasimhan 
= Eq C • • • C Ep = E. Alors tout fibré quotient de E est de pente 
> niEp/Ep-i). 

Retournons au diagramme: F* étant stable, on doit alors avoir l'inégalité 
n{F) = f < fJ,(M) = (notons que M car l' H > et M F car N 

est non nul). Or du < dn et um > I'h, donc y < /x(M) < y 3 -. D'où, avec 

I'h > (l — Ig) (cf plus haut), 

(/-/g) </h < 

Si l'on introduit cette inégalité dans l'inégalité (*), on obtient 

gl du ^ rfjî 
^ — + 1 > — 
a n# n# 

1>(1-^L 
a nij 
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Or d = n + gl, donc 1 — ^ = ^ et l'inégalité ci-dessus devient 

d du 
n nu 

Ceci contredit l'hypothèse n(H) > fj,(E). Donc E est stable. 

Si F est semi-stable le seul changement qui intervient remplace la dernière 
inégalité par: 

d . du 



> 

n nu 



et E est alors semi-stable. 



Définition du morphisme Ui in+g i — > W" - ^ 1 ^: On considère la variété R s 
qui paramètre une famille S de fibrés de rang / et de degré n + gl, et qui sert à 
construire la variété de modules U^ n+g i (cf [LP] ou [Se]): le morphisme déduit 
de £ 

R S ► Ul t n +g l 

est un bon quotient par un groupe du type PGL(iV). Soit n : R s x C — > R s 
la projection. Alors tt*£ est un fibré vectoriel de rang n + /, et le morphisme 
canonique sur R s x C 

* c i> c 

est surjectif. On pose 

C'est une famille de fibrés stables de rang n et de degré n + gl, paramétrée par 
R s . On en déduit un morphisme 



R s >U, 



n,n+gl 



qui est en fait dans W^n+gV ^ e morphisme étant PGL(iV) invariant, on en 
déduit un morphisme (cf [M-F]): 

Ui, d - w^ 1 - 1 

Le même raisonnement est valable pour les fibrés semi-stables et un raison- 
nement analogue permettra de définir le morphisme inverse. 

Le morphisme Ui )n+g i — > W^JjJgj est un isomorphisme: Pour n > gl, on 
a donc par définition: 

Ul, n+g l >W nX+i 
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F ^ D(F) 

Ce morphisme est injectif car si l'on a deux suites exactes 

-> F* -> C <g> H°(F) -> F -> 

et 

-> F* -> C <g> H°(F') -> F' -> 
alors h°(F) = n + / et le dual du noyau du morphisme d'évaluation 

0® H°(F) -> F -> 

est isomorphe à F et à F', donc F ~ F'. 

Pour montrer que ce morphisme est un isomorphisme, il faut montrer que, pour 
tout F dans 

- F est engendré par ses sections, 

- Le noyau F* du morphisme d'évaluation O n+l — > F est stable. 

En utilisant les propriétés universelles des différents schémas, le morphisme 
réciproque est alors donné par 

F ^ D(E) 

et il en est de même pour les fibrés semi-stables. 

Soit donc F G W™^ 1 ^ et supposons que F n'est pas engendré par ses sections. 
Soit Im le faisceau image du morphisme d'évaluation 

O® H°(F) >E 

On pose Im ~ /m' © (9 S où h°(Fm'*) = (comme Im est engendré par ses 
sections, c'est possible). On a h°(Im') > n/ m / + /. 

De plus, tout sous-fibré de Im' est un sous-faisceau de F et donc de pente 
< /«(F) < 2. On est donc dans les conditions de la proposition A-2, il en résulte 
que: 

h°(iW) < n Im > + -(d Im > - ni m >) 
Comme h°(im') > n/ m / + /, on obtient 

1 

lïlm' + l < "-im' H (^J m ' ~ %m') 



dont on déduit sans difficulté 



fi(Im') > 1 + >l + ^-= /i(E) 
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et ceci contredit la stabilité de E. Donc E est engendré par ses sections. Pour 
E semi-stable, on déduit ni m > = n, donc dj m ' = d, d'où Im! ~ E. 

Il reste à montrer que le fibré F = D(E) tel que 

-> F* -> C <g> H°(F) -> E -> 

est un fibré stable. 

On montre tout d'abord que h°(F) = n + h d'après le lemme A-6 on sait que 
h 1 (F) = h°(E (g) E* K ) = et donc h°(F) = d - /(# - 1) = n + l. 
Supposons maintenant que F n'est pas stable. On a alors une suite exacte 

>N >F >M >0 

telle que N est semi-stable et ^ = /j(N) > /i(F) = j > 2g. N est engendré 
par ses sections et h 1 (A^) = 0. On en déduit que 

H°(F) ~ H°(iV) ©H°(M) 

et donc un diagramme commutatif 



— > G* — ► O(g)B. (N) — > N — > 

— > E* — ► 0(g)B°(F) — > F — > 

— > H* — ► C®H°(M) — > M — > 



avec H* et G* les noyaux des morphismes d'évaluation. Le rang de G, no, vérifie 
n G = h°(N)-n N . Mais on a vu que h^iV) = 0, donc h°(N) = d N -n N (g-l). 
Il en découle que ne = djv — gn^. 

Comme E est stable, on doit avoir fi{G) > n(E), ce qui s'écrit 

djsi d 



d N ~ gn N n 
Or n = d — Ig, l'inégalité précédente est équivalente à 

an n gl tïn l 
1 + , — > 1 + , y , ^ > 



d N ~ n N g d-lg d N - n N g d-lg 

dn N -ld N v(1 
> driN — Mn > 



(d N - n N g){d-lg) 
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ce qui contredit l'hypothèse (J,(N) = ^ > f. Donc F est stable. 

Pour E semi-stable, on obtient dn^ — ld]y > 0, mais l'hypothèse de non-semi- 
stabilité est > Ti ce qui est encore contradictoire. 
Le théorème B-l est entièrement démontré. 

On a considéré que les espaces W™^ étaient réduit. En fait, c'est le cas, car 
on vérifie facilement (cf partie C) que le morphisme de Pétri en tout point de 
W^+ l est injectif. 

C- Structure de W^" 1 pour g < 2 

Nous précisons la structure des espaces de Brill-Noether pour les fibrés stables 
de pente < 2: 

C-l Proposition: Soit d et n deux entiers tels que — < 2. Pour tout entier k, 
si W^ 1 est non-vide, alors toutes les composantes irréductibles de W^ 1 sont 
de dimension p(g, n,d,k — 1) ainsi que 

sauf dans le cas suivant: si la courbe est hyperelliptique, d = 2n = 2 et k = 2. 
Dans ce cas W^ 2 = {L}, l'unique g\ de la courbe. 

Démonstration: Soit E un fibré stable de rang n, de degré d et de pente 
n(E) < 2. On suppose que si la courbe est hyperelliptique alors E ^ L, l'unique 
g\ de la courbe. Il faut montrer que le morphisme de Pétri 

p : B°(E) (g H°(£* <g> K) -> B°(E (g) E* (g) K) 

est injectif. 

On a une suite exacte 

>D(E)* >H°(E) (g) O >E >N >0 

où N est le faisceau co noyau. On tensorise cette suite exacte par E* <g> K 

>D(E)* (g E* (g K >H°(E) (g E* (g K 

>E (gE* (g K >N (g E* (g K >0 

et en globalisant on obtient que le noyau du morphisme de Pétri est isomorphe 
à B°(D(E)* (g) E 1 * (g) K), ou encore d'après le théorème de dualité de Serre, à 
H 1 ^ <g> D(E))*. On veut donc montrer que h 1 ^ <g> D(E)) = 0. Si E ~ E K , 
c'est clair. Supposons maintenant que E ^ Ek- 
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Pour terminer la démonstration de la proposition, on montre que le gradué de 
D(E) n'est constitué que de fibrés semi-stables de pente > 2g; c'est ce que fait 
le lemme ci-dessous. <0 

C-2 Lemme: Soit E un fibré stable de pente [i(E) < 2. Le gradué de D(E) 
contient un fibré de pente < 2g si et seulement si l'on est dans l'un des cas 
suivant: 

- E ~ Ek (la courbe est non-hyperelliptique) ; 

- E ~ L et la courbe est hyperelliptique de g\ L. 

Démonstration du lemme: on suppose que E ^ Ek (C non-hyperelliptique) 
et E L (C hyperelliptique). Soit Im, le faisceau image du morphisme 
d'évaluation de E. On peut écrire Im ~ Im' © O a , avec h°(/m / *) = 0. On a 
alors D(E) ~ D(Im') et donc une suite exacte 

>D(E)* >H°(Im') ® O >Im! >0 

que l'on dualise 

>Im'* >R°(Im'y ® O >D(E) >0 . 

Cette dernière suite exacte s'imbrique dans un diagramme commutatif 









1 


1 


Im'* 


-> H°(iW)* 


ï 


1 


D{D(E)Y - 


- H°(D(S)) 


I 


i 


Qb 




i 


ï 











I 

O — > D(^) 

! 

>C — > 

I 

— >■ 



où O h est le conoyau du morphisme H°(iW)*(g)(9 H (D(E))(8)C. On dualise 
la suite exacte verticale de gauche: 

>O b >D{D{E)) >Irri >0 
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Notons que Im' est un sous-faisceau de E engendré par ses sections tel que 
h (Im'*) = 0. Donc soit le gradué de Im' n'est composé que de fibrés semi- 
stables de pente strictement comprise entre 1 et 2 soit Im' ~ E. Dans les deux 
cas tous les sous- faisceaux propres de Im' sont de pente < 2. La suite exacte ci- 
dessus montre qu'il en est de même pour D(D(E)). D'autre part la proposition 
A-2 du chapitre 2 implique que D(E) ~ D(Im') est de pente > 2g. 
Supposons maintenant que dans le gradué de D(E), Gra,d D(E) = ®\<i< p Qi, 
on ait des fibrés Qj de pente < 2g. On note jo le plus petit des j correspondant. 
Comme le fibré D(E) est de pente > 2g, j$ est supérieur ou égal à 2. D(E) 
s'inscrit dans une suite exacte 

>H >D(E) >G >0 

où Gradif = @\<i<j Qi et GradG = ®j <i< p Qi- Le fibré H est engendré par 
ses sections et h 1 (H) = 0, on obtient alors un isomorphisme 

B°(D(E)) ~H°(tf)©H°(G0 

et donc un diagramme commutatif 





J, J, J, 

D(H)* — »• B. (H)(g)O — > H 

J, J, J, 

D(D(E))* — > K (D(E))®O — > D(E) 

\f \f \f 

D(G)* — > H°(G)®C — > G 

J, J, J, 





dont on déduit que D(G) est un sous-fibré propre de D(D(E)). Le théorème 
de Clifford implique que 

h°(G)<n G + d f 

et donc que 

/i(D(G)) > d G /^ = 2 , 



22 



mais tous les sous-faisceaux propres de D{D(E)) sont de pente < 2. Ce qui 
termine la démonstration du lemme. <0 

C-3 Remarque: On devrait en fait pouvoir prouver que si ces espaces de 
Brill-Noether sont non-vides, alors ils sont irréductibles. 



Chapitre 3: Fibres vectoriels de pente < 2 

Nous avons vu que au-dessus de la droite A, il n'existe pas de fibrés stables 
de pente < 2 (Chap. 2 théorème A-l). De plus, pour une pente 1 < ji < 2, 
un fibré stable correspondant à un point sur la droite A est de rang n et de 
degré d = n + gl et possède n + l sections, pour un entier /. Le théorème B-l 
du Chap. 2 montre qu'il existe de tels fibrés. Il est maintenant naturel de se 
poser le problème de l'existence pour des fibrés stables de rang n et de degré 
d = n + gl + V avec < V < g possédant k sections globales indépendantes. Ces 
fibrés ont en fait au plus n + 1 sections. Nous procéderons en deux étapes: on 
traite d'abord le cas où / = 0, c'est-à-dire d < n + g (partie A), puis le cas où 
l > (partie B). On aura ainsi traité tous les cas possibles pour 1 < /j < 2. 

A- Fibrés vectoriels avec peu de sections. 

Dans cette partie, on considère que d<n + getl< — < 2. On montre alors 
qu'il existe des fibrés stables de rang n, de degré d possédant n sections globales 
et on donne une description des espaces de Brill-Noether associés: 

A-l Thérorème: Si n, d et k vérifient n < d < n + g, f < 2 et k < n, alors 
W^ 1 est irréductible de la bonne dimension et le lieu des singularités est celui 

attendu. De plus, W^ 1 est dense dans W^ 1 . 

Démonstration: La démonstration reprend exactement les mêmes arguments 
que ceux donnés dans [B-G-N]. On va montrer que si E est un fibré semi- 
stable de rang n et de degré d, n et d comme ci-dessus et si h°(E) = k, alors on 
a une suite exacte de faisceaux: 

— >O k — >E — > S — >0 

où S peut avoir de la torsion. Ensuite, le problème se ramène à compter ces 
extensions. Le lemme ci-dessous montre l'existence de telles suites exactes: 
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A- 2 Lemme: Soit E un fibré vectoriel semi-stable de rang n, de degré d tel que 
d<n + get£<2. Soit V C B°(E), un espace vectoriel de sections globales. 
Alors on a un morphisme injectif de faisceaux: 

V®O^E 

Démonstration du lemme: C'est une conséquence direct du théorème A-l du 
chapitre 2. En effet, si M, le faisceau image du morphisme V © O — > E, n'est 
pas le faisceau trivial, alors il admet un sous- faisceau M' tel que h°(M'*) = 
et comme M' est un sous-faisceau de E, on a li{M') = < 2. Le théorème 
A-l du chap. 1 dit alors que 

h°(M') < n'+ i(d'-n') 

Par hypothèse h°(M') > n', donc -(ef — n') > 1, mais alors ^ > 1 + ^ et 
ceci contredit la semi-stabilité de E: fi(M') >l + ^r>l + ^> fJ-(E). Ce qui 
termine la démonstration du lemme. <0 

Notons que si S est un faisceau cohérent, comme on est sur une courbe, S peut 
s'écrire S ~ G © T où G est un fibré vectoriel et T est un faisceau de torsion 
(c'est le théorème de décomposition d'un module de type fini au-dessus d'un 
idéal principal). 

On va donc étudier les extensions 

— >O k — > E — >G®T — >0 

où: 

- E est un fibré stable de rang n et de degré d. 

- G est un fibré vectoriel avec h°(G*) = car G est un quotient de E. 

- T est un faisceau de points de degré 5. 

Ces extensions sont paramétrées par Ext 1 (G © T, O k ) ~ fc.Ext^G © T, O). 
Pour calculer la dimension de Ext 1 (G © T, O), on utilise la dualité de Serre 

Ext 1 (G © T, O) ~ H°((G © T) © K)* ~ H 1 (G*) © H°(T)* 
Comme par hypothèse h°(G*) = 0, et que h°(T) = 5, on en déduit que 

dimExt^GeT,©) =d+(n-k)(g-l) . 

Donc ces extensions sont paramétrées par des /c-uplets (ei, • • • , ejt), e% G 
Ext 1 (G © T, C) et deux de ces extensions donnent deux fibrés isomorphes si 
les fc-uplets correspondants sont dans la même orbite par l'action naturelle du 
groupe GL(fc). On en déduit que si (ei, • • • , e^) sont linéairement dépendants, 
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on peut supposer que ejt = 0, mais alors O est un facteur direct de E, ce qui 
contredit la stabilité de E. On remarque que (ei, • • • , e^) sont nécessairement 
dépendants si k > d + (n — k)(g — 1) ou encore si n > d + (n — k)g. Ce qui ne 
peut arriver que si n > d, c.-à-d. si fj, < 1, cas traité dans [B-G-N]. 
Les extensions telles que E n'admettent pas O comme quotient, sont donc 
classifiées par la grassmanienne des sous-espaces vectoriels de dimension k de 
Exi 1 (G®T,0). On a: 

dim^Grass fc (Ext 1 (G©T,C))^ = k(d + (n - k)g - n) . 

Nous utiliserons cette grassmanienne pour la question de l'existence, mais 
pour le calcul de dimension, il faut diminuer le nombre de paramètres dont 
dépendent ces extensions. Il est alors nécessaire de préciser l'action du groupe 
Aut(C fc ) x Aut(G © T) sur Ext 1 (G © T, O k ): 

Soit 

— >Q k — >E — >G®T — >0 

une extension avec E stable. Alors le stabilisateur de cette action en ce point 

est l'ensemble {(Ald^fc, l/AIdcer) I A G C}, donc il est de dimension 1. 

En effet, soit (/, h) G Aut(C fc ) x Aut(G © T). L'action de (/, h) sur l'extension 

— > O k — - — >E 3 > G © T — > 

donne l'extension 

— >■ O k — i -^-^E—^-^G © T — >■ . 

Ces deux extensions représentent le même élément dans Ext 1 (G © T, O k ) si et 
seulement si il existe un diagramme commutatif: 

— , Q k — î— > E — G®T — »■ 

Il l v II 

— , Q k — E G ®T — > 

<p étant un automorphisme de E, donc ip = Ald^ par hypothèse. Au niveau des 
fibres en un point x, on obtient le diagramme commutatif de O x -modules: 

o — > o k — /•:, - • G , t, — > o 

Il l \-Id x II 

— > O k E x G X ®T X — > 
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et il est clair que l x = Ald^ et que h x = l/XLd(G®T) > d'où le résultat. 

Donc si U est l'ouvert de Ext 1 (G © T,O k ) correspondant aux E stables, la 
propriété universelle de la variété de modules U n ^ implique l'existence d'un 
morphisme 

U >U n , d 

dont les fibres sont de dimension supérieure à 

dim Aut O k + dim Aut (G © T) - 1 . 

Pour G et T fixés, on en déduit que l'image de ce morphisme dépend de au plus 

x = k(d+ (n - k)g - n) - dim Aut(G © T) + 1 
paramètres, si elle est non vide. On va minorer dim Aut(G © T) = m: 

- Si T = 0, dim Hom(G, G) > 1, donc m > 1 et x < k(d + (n - k)g - n) 

- Si T, G ^ 0, on a: Hom(T, G)=0, dim Hom(G, G) > 1, dim Hom(G, T) = 
ô(n — k) et les automorphismes de T sont réduits aux homothéthies en chaque 
point, c.-à-d. dim AutT > nombre de points du support de T. Donc 
m > 8{n — /c) + 2 et x < k(d + (n — k)g — n) — 8{n — k) — 1 

- Si G = 0, alors k = n et m > nombre de points du support de T, et donc 
X < n(d — n) — m + 1. 

On peut alors montrer que l'espace de Brill-Noether, W^ 1 , est irréductible, de 
la bonne dimension avec un bon lieu de singularité s'il est non vide. 
En effet, le lemme A-2 montre que tout fibré stable E possédant k sections 
globales indépendantes s'écrit comme une extension 

— >O k — > E — > G ®T — ► . 

Supposons k < n, c'est-à-dire G ^ 0. Pour G et T fixés, ces extensions 
dépendent de au plus k(d + (n — k)g — n) paramètres, ( k(d + (n — k)g — n) — 
8{n — k) — 1 paramètres si T ^ 0), et comme B°(G*) = pour d, k et T fixés 
l'ensemble des G considérés forment une famille limitée, cette famille dépend de 
au plus (n — k) 2 (g — 1) + 1 paramètres (cf [B-G-N] lemme 4.1). Le choix de T 
pour S fixé rajoute ô paramètres donc on obtient la majoration 

dimW 7 "^" 1 < (n - k) 2 (g - 1) + 1 + k(d + (n - k)g - n) 
< p(g,d,n,k-l) 

et on en déduit que si W^ 1 est non vide alors il est de la bonne dimension. 
De plus on remarque que si T ^ 0, alors les extensions dépendent de au 
plus p(g, d,n,k — 1) — 1 paramètres. Or on sait que toute composante 
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irréductible de W n ^ est de dimension au moins p(g, d,n,k — 1) donc toute com- 
posante de W 7 ^" 1 contient un sous-ensemble dense V contenant les extensions 

— >O k — >E — >G — ► . 

Ces extensions sont paramétrées par une variété projective irréductible (cf 
[N-R] proposition 2.6 ou [B-G-N]). L'ouvert de cette variété correspondant 
aux fibrés stables s'envoie surjectivement sur V C WjJ. On en déduit 

l'irréductibilité de W La proposition C-l du Chap. 2 montre montre 

l'assertion sur les points singuliers de W n ~^. 

Si k = n, alors G = 0, ô = d et on peut fixer le nombre p de points du support 
de T et le degré en chacun de ces points. Ces valeurs sont discrètes. Alors, 
d'après les calculs précédents, les suites exactes 

— >O k — > E — >T — >0 

dépendent de au plus n(d — n) — p + 1 paramètres et le choix de T ajoute p 
paramètres. On retrouve bien 

dim W^ 1 < n(d - n) + 1 = p . 

Pour l'irréductibilité, les arguments sont encore les mêmes: Quot d (n, C), la 
variété paramétrisant les faisceaux de torsion de degré d quotient de O n , est 
irréductible (cf [Rego]); on en déduit l'existence d'une variété irréductible qui 
paramétrise toutes les extensions ci-dessus et l'ouvert correspondant aux fibrés 
stables s'envoie surjectivement sur W™~ d . Et on termine avec la proposition C 
du Chap. 2. 

Pour l'existence, on adapte encore des idées qui se trouvent dans [BGN]. 
On étudie les extensions 

— y Q n — >E — ><d — >0 

où: 

- est un faisceau de torsion de degré d: par exemple O est de support d 
points distincts. 

- E est un fibré tel que O ne soit pas un facteur direct de E. 

D'après ce qui précède, il existe de tels fibrés et ces extensions sont paramétrées 
par la grassmanienne 

Grass n Ext 1 (0,C) 
qui est une variété de dimension n(d — n) > 0. 
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Si E est non stable, alors il existe un fibré stable F quotient de E tel que 
^(F) < fJ-(E). On obtient un diagramme commutatif 



— > M' — ► F' — > 9" — > 

-J-- J, 

o — , o n — > e — ► e — > o 

J,. J,. J, 

— > M — ► F — > o' — > 

■J, J, J, 



où M est l'image de O n — > F, M' et F' sont les noyaux des morphismes 
verticaux et O' et G" sont des faisceaux de torsions de degré d! et d — d' . 
F étant stable et n(F) < fJi(E) = 1 + ^, le lemme A- 2 implique que l'on a encore 
un morphisme injectif 

E°(F)®0 ^ F . 

M est un sous-faisceau de F engendré par ses sections, on doit donc avoir 
M ~ O 1 . Notons que F ^ O puisque O n'est pas un facteur direct de E. 
Le diagramme devient: 












I 


I 


1 




-> F' - 




I 


ï 


I 


o n - 


—> E — 


-> e 


ï 


ï 


I 


o 1 


-> F - 




ï 


I 


I 












Comme dans [BGN], on a un morphisme surjectif 

Ext 1 (6,0) ->Ext 1 (e",0) 

et l'existence de la suite exacte horizontale supérieure implique que l'image du 
n-uplet (ei, • • • , e n ) G Ext 1 (6, O) représentant l'extension 

>O n >E >0 >0 



a pour image par ce morphisme un n-uplet dont au plus n — l éléments 
sont indépendants. Ceci détermine une sous- variété Z de ©"Ext 1 (9,0) de 
codimension l{d — d! — n + l). 
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Or, par hypothèse, d > n et ^ > 4-. De plus, la suite exacte horizontale du 
bas montre que F est un fibré stable de rang l possédant / sections globales 
indépendantes donc que d' > l (cf théorème A-l du Chap. 2). Donc, 

71 d! 
d-d'>(j- l)d' = {n - /)- > (n - l) . 

On en déduit que 

codim Z > l 

Il existe donc des extensions 

>O n >E >0 >0 

qui ne peuvent se compléter en un diagramme comme ci-dessus pour aucune 
valeur de d' et le fibré E correspondant est stable et possède n sections globales 
indépendantes. Le théorème A-l est ainsi entièrement démontré. 

B- Fibres vectoriels avec beaucoup de sections. 

Ici, on considère que d = n + gl + V , avec ^ < 2, < V < g et / > 0. L'idée 
est de déduire l'existence de fibrés E, de rang n et de degré d, de l'existence de 
fibrés stables correspondant à des points sur la droite A. Notons tout d'abord 
que le théorème A-l du Chap. 2 implique que 

h°(E) < n +-(d-n) 
9 

et comme d = n + gl + V , on en déduit que h (E) < n + l. On va donc chercher 
des fibrés stables E tel que h (E) = n + l. On déduira de l'existence de ces 
fibrés E le théorème ci-dessous, qui termine l'étude des fibrés vectoriels stables 
de pente < 2: 

B-l Théorème: On suppose que d = n + gl + V où n, l, V sont des entiers 
vérifiant £ < 2, < V < g et l > 0. Alors W^\ l ~ x est non vide. 

Démonstration: Le théorème B-l du Chap. 2 donne l'existence de fibrés stables 
E' de rang m = n + V et de degré d = n + gl + /' tel que E' s'inscrit dans une 
suite exacte 

>D(E')* >O m+l >E' >0 

avec D(E') stable. 
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On va en fait chercher les fibrés E comme des quotients de E' (V < n) : 



>O l ' >E' >E >0 

Il est clair que si E est stable, alors E vérifie toutes les propriétés voulues. 

Nous utiliserons la terminologie suivante: nous avons montré que l'on a un 
isomorphisme entre m+o« e ^ ^i,m+gi- Cet isomorphisme étant défini, avec 
les notations ci-dessus, par E' i— > D(E'). On dira que E' est générique dans 
^"to m+gi S ^ D(E') est générique dans le sens habituel dans Ui jTn + g i. 

Soit une extension 

>O l ' >E' >E >0 , 

et supposons que E n'est pas stable. Soit G un fibre quotient stable de pente 
minimale: 

>H >E >G >0 . 

Le fibré G est stable de pente n(G) = %l < n(E) = n+ * +l ' = 1 + sl±L < 2 . 
Le théorème A-l du Chap. 2 implique que 

h°(G) <n G + \d G -n G ) . 
En posant h°(G) = n G + /g, on obtient 

/*(<?) >1 + ^. 

Et comme ^(G) < ^(E 1 ) = 1 + on en déduit que l G < l (on a /' < g). 

Expliciter directement sur E le fait que E ne soit pas stable semble fort complexe 
et ne pas aboutir. L'idée est d'étudier les conséquences de E non stable sur les 
fibrés E' dont nous avons une bonne description. C'est ce que nous permet 
de faire le diagramme commutatif ci-dessous obtenu à partir des deux suites 
exactes précédentes: 
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! 
o 

! 

O 1 ' 

i 

Q 

i 

H 

ï 










1 


1 


- 


-> H 


I 


ï 


E' - 


-> E 


ï 


i 


E' - 


-> G 


ï 


i 














Diagramme 1 

où Q est le noyau du morphisme E' — > G et l'apparition du fîbré iï" en bas à 
gauche est donnée par le lemme d'algèbre appelé "Le diagramme du serpent" 
(cf [Pe]). Q est de pente n(Q) = ^. 

Pour démontrer l'existence de fibrés stables E comme annoncés, nous allons 
d'abord étudier les fibrés Q, ensuite les compter dans le cas V = 1. On obtiendra 
que l'on n'a pas assez de fibrés Q pour "englober" toutes les sections de E'. Puis 
on fait une récurrence sur V . 

Étude des fibrés Q: L'objet essentiel de cette étude est de montrer que Q 
est génériquement engendré par ses sections. En fait on ne pourra le montrer 
directement. On donne ici tous les éléments nécessaires et il nous faudra 
reprendre cette étude quand on aura posé les hypothèses de la récurrence. On 
note h (Q) = tiq + Iq. Comme la < l, on en déduit que Iq > 0. Q a, donc au 
moins hq sections. 

Tout d'abord montrons que h°(Q*) = Iq < l'~ en effet, le fibré H a, par 
hypothèse, une filtration de Harder-Narasimhan (cf partie A du Chap. 1) dont 
les quotients sont tous de pente > n(G) > 0. Donc h°(H*) = 0. Dans le 
diagramme 1, le dual de la suite exacte verticale de gauche 

>H* >Q* >O l ' >0 

montre que h (<5*) < V ■ L'existence de Iq sections se traduit par un morphisme 
O l Q — > Q*. Le schéma ci-dessous 

i 

— > H* — ► Q* — > O 1 ' — > 

montre alors que O l Q O l \ puisque h°(H*) = et donc que Q admet 
O l Q en facteur direct. On note Q ~ O l Q © Q'. Si h°(Q*) = V alors on 
obtient Q ~ O l © H. Or Q est un sous-fibré de E' stable et par hypothèse 
n(H) > fi(E) > n(E'). H ne peut donc pas être un sous-fibré de E' et on a 
bien h°(Q*) < V. 



On a deux suites exactes 



et 



>Q' >Q >O l Q >C 

>E' >G >0 
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qui s'imbriquent dans un diagramme commutatif 





-J-- J, 

— ► — > — ► o 1 'q 

— > Q' — > E' — ► G' — > 

■J, J, J, 

— ► Q — > E' — »■ G — > 

-J-- -J, 

O l Q — > 

I 


Le fibré G' étant le co noyau du morphisme Q' — > E' . G' est un quotient de E', 
donc h (G'*) = 0. De plus, la suite exacte verticale de droite montre que le 
sous-fibré maximal de G' est de pente < n(G) < 2. D'après la proposition A-2 
du Chap. 1, on obtient 

h°(G')<n G , + ^(d G/ -n G ,). 

On a la même inégalité pour Q' puisque par construction h°(Q'*) = et que 
Q' est un sous-fibré de E': 

h°(Q') < n Q , + -(d Q/ -n Q >) . 

Dans le diagramme ci-dessus, la suite exacte horizontale du milieu 

>Q' >E' >G' >0 

montre que 

h ^') < h°(G') + h (Q') < n G . + i(d G ' - n G .) + n Q , + ±-(d Q , - n Q ,) . 

Comme, par hypothèse, hP(E') = m+ ^(d — m) (rappelons que rg E' = n + l' = 
m), m = tiqi + n G / et d = dç' + d G ', l'inégalité ci-dessus implique que 

h°(Q') = n Q > + -(dQ> - n Q') 

et que 

h°(G') = n G , + -{d G > -n G >) . 
9 
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Les fibres G' et Q' correspondent à des points sur la droite A. Comme 
h°(Q') + l' Q = h°(Q) et d Q > = d Q , on en déduit que h°(Q') = n Q , + Iq et 
que dç = uq — Iq + glç- De la même façon, on obtient h? (G') = n G > + Ig et 
d G = n G + gl G + l' Q . 

Nous allons procéder de la façon suivante: on va donner Y une majoration du 
nombre de paramètres dont dépendent les fibrés Q. Chacun de ces fibrés Q a 
nQ + Iq sections globales et donc définit dans Grasse (H (£")) un sous-espace 
de dimension V{nQ + Iq — /'), la dimension de la grassmanienne Grasse (H (Q)). 
Le sous-espace de Grass^/ (H°(E")) défini par tous les fibrés Q dépend alors de 
au plus 

Y + l'{n Q + l Q -l') 

paramètres. 

Or, la grassmanienne Grass// (H°(£")) est de dimension 1'(uq + n G + l — /'), 
donc si l'on montre que 

l'(n Q + n G + l-ï)>Y + ï(n Q + Iq - l') , 

alors il existe des sous-espaces O 1 ' C H°(£") qui ne s'injectent pas dans un fibré 
Q comme ci-dessus et donc le conoyau de l'injection O l E' est génériquement 
un fibré stable, ce que nous voudrions. Comme / = Iq + Iq, l'inégalité ci-dessus 
se simplifie: 

l'(n G + l G )>Y (*) 

Il faut donc trouver une bonne majoration Y du nombre de paramètres dont 
dépendent les fibrés Q. Pour cela nous aurons besoin du fait que Q est 
génériquement engendré par ses sections. 

Si 1' = 1, la première étape de la récurrence, alors h°(Q*) < V donne h°(Q*) = 
et donc Q = Q' et G = G' et 

- d Q = n Q + gl Q ; d G = n G + gl G . 

-h°(Q)=n Q + Z Q ; h°(G)=n G + l G . 
De plus, dans ce cas, Q s'inscrit dans une suite exacte (cf diagramme 1) 

>0 >Q >H >0 

où H contredit la stabilité de E, c'est-à-dire n(H) > /J,(E) > /j(E'). Ceci 
implique que p(H) = ^ = 1 + ^ > p(E'). 

Soit T 1 le sous- faisceau de Q engendré par ses sections. On a h°(^ r ) = nQ + Iq. 
Si le rang de T est strictement inférieur à uq, on déduit de la proposition A-2 
du Chap. 2 que J a un sous- faisceau T' de pente > 1 + ■ F' serait alors 

un sous- faisceau de E' stable de pente > 1 + g ^g^ > A*(-^) > ce qui 

est absurde. Donc T est de rang uq. On obtient bien que Q est génériquement 
engendré par ses sections. 
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Pour éviter de faire deux fois les mêmes calculs, on va supposer que pour V < g 
quelconque et pour E' et O l assez généraux, alors Q est génériquement engendré 
par ses sections (ceci sera montré avec la récurrence). 

On suppose donc que le morphisme d'évaluation de Q s'inscrit dans une suite 
exacte 

>D(QY >H°(Q) <g> O >Q >0 >0 

où 6 est le faisceau de torsion conoyau. On note d@ son degré. 
On obtient alors un diagramme commutatif: 



— ► D{Q)* — ► D{E'Y — ► D(G)* 
— ► H°(Q)©£> — > H°(£") (g) O — ► K (G)®O — > 

■J, J, J, 

— ► Q — ► E' — ► G — > 

-J-- J, 

e — o o 

! 
o 

Diagramme 2 

Considérons la suite exacte du " diagramme du serpent" 

>D(Q)* >D(E')* >D(G)* ^O >0 

que l'on dualise 

>D(G) >D{E') >D(Q) © O ^0 , 

et H°(G)* est un sous-espace vectoriel de H (D(G)) de dimension uq + Ig- 
Par construction, on a W£>(g) = /g, ^d(s') = l, n D(Q) = Iq et: 

- d D (G) =d G =n G + gl G + l' Q 

- d>D(Q) = n Q + qIq -l'ç-de 

De plus D(G) est engendré par ses sections et h 1 (D(G)) = (cf lemme C- 
2 du Chap. 2). Maintenant soit F et F' deux fibrés tels que uf = ^d(G) 5 
npi = n£)(Q), et dp = <^d(g), n F' = n D(Q)i e ^ F est engendré par ses sections, 
et h 1 (F) = 0. Supposons que l'on ait une suite exacte 

>F >D{E') >F' © O >0 . 

Soit un sous-espace vectoriel V de H°(F) de dimension n G + Ig qui engendre 
F. En posant 

G~(ev:V®0 >F)* 
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et 

Q ~ Ker(F' >G) 

on réobtient une suite exacte 

>Q >E' >G >0 . 

Les suites exactes 

>Q >E' >G >0 

sont donc en correspondance bijective avec les suites exactes 

>F >D{E') >F' © G >0 

munies d'un sous-espace V C H°(F) comme ci-dessus. Pour F fixé, le choix 
de V est classifié par la grassmanienne Grass nG _|_; G (H°(F)) et donc dépend de 
1'q(tig + Ig) paramètres (car h°(F) = ne + la + I'q)- H nous reste à compter le 
nombre Ti de paramètres dont dépendent les extensions 

>F >D{E') >F' ® >0 

pour D(E') fixé et on pourra poser 

r = r 1 + /^(n G + / G ) . 

Pour calculer Ti, on suppose d'abord que D(E') varie dans U\^. Les familles 
des F et des F' sont limitées. Le choix du fibré F dépend de l G {g — 1) + 1 
paramètres; le choix du fibré F' dépend de Iq(ç — 1) + 1 paramètres et le choix 
de G dépend de ne paramètres, le nombre de points du support de G. Pour F 
et F' fixés les extensions 

>F >D{E') >F' ® G >0 

sont paramétrées par Ext 1 (F' © G, F) = H 1 (F'* <g> F) © Ext 1 (6, F); D(E') 

devant être stable, on a h°(F'* © F) = 0. 

Le théorème de Riemann-Roch implique alors que 

h 1 (F'* © F) = l G (nQ+glQ-l' Q -de)-lQ(nG+glG+lQ+de)+lQlG(g-l) 
= l G n Q - l Q n G + IqIg(9 ~ 1) - ^(^e + I'q) 
De plus dim (Ext 1 (G, F)) = IgcIq. Donc, en considérant l'action de Aut(G) sur 
ces extensions (dim(Aut(G)) > ne), on en déduit que le nombre de paramètres 
dont dépendent les extensions ci-dessus pour D(E'), F, F' et G variants (mais 
les rangs et les degrés sont fixés) est donc inférieur ou égal à 

l%(g - 1) + 1 + 1% {g - 1) + 1 + l G n Q - l Q n G + l Q l G {g -!)-(*- h)d@ -ll' Q -l; 
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après simplification et avec l = Ig + Iq, l'expression ci-dessus est encore égale à 
l 2 (g - 1) + 1 + Igtiq - Iqu g - IqIg(9 - 1) - Içde - ll Q ■ 

Or D(E') dépend de l 2 (g — 1) + 1 paramètres, donc pour D(E') fixé assez général, 
les suites exactes comme ci-dessus doivent dépendre de au plus 

l G n Q - l Q n G - IqIg{9 - 1) - Iq<Iq - ll Q 
paramètres et l'on posera en fait 

Ti = IcriQ - Iqu g - IqIg{9 ~ 1) - U'q ■ 
L'inégalité (*) que l'on veut démontrer s'écrit 

l'(n G + h) > hnQ - Iqu g - IqIg(q ~ 1) - U'q + Iq(ti g + l G ) 
ou encore 

(/' - l' Q )n G > hnQ - Iqu g - IqIg(9 - 1) - I'qIq ~ l'te ■ 

Or, p(H) = ^v = Wq %y' q > 1 + ^ = im P lic l ue ^ 
nc{ï + glq - I'q) > n Q (gl G + I'q) - l '(gh + I'q) 

donc que 

1 l'V 
l G n Q - l Q n G < -[(/' - l' Q )n G - l' Q n Q ] + ïl G + , 

et il nous suffira de prouver 

9 -^[{l' ~ ï Q )n G ] > -j-n Q + l'l G + l Qh(9 - 1) - I'qIq - l'h • 

Mais on a «g > gl G (cf Théorème A-f du Chap. 2), Zq < Z' < g et Iq > (car 
G engendré par ses sections), donc 



9 

ainsi que 



° 1 [(ï-ï Q )n G ]>ïl G 



— ^ - l'l G < 
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ce qui montre que l'inégalité (*) est toujours vraie. 

On vient donc de montrer que si le fibré Q est génériquement engendré par ses 
sections pour " Q assez général" , alors génériquement un sous-espace de sections 
O 1 ' e Grass^ (H°(£")) ne s'envoie dans aucun fibré Q comme ci-dessus et donc 
le conoyau E de l'injection serait stable. 
Pour V = 1, on a fini. 

La récurrence: L'hypothèse de récurrence est: Soit E' un fibré générique 
comme ci- dessus et soit O 1 '' 1 C H°(£") un sous-espace vectoriel de dimension 
V — 1 générique dans la grassmanienne, Grass^-i (H°(E")L des sous-espaces 
vectoriels de dimension V — 1 dans H°(E"). Alors, le conoyau E 

>O l '~ x >E' >E >0 

est stable. 

Maintenant, soit O l C H°(i? / ) un sous-espace vectoriel de dimension V 
générique dans la grassmanienne, Grass^ (H°(E")) , des sous-espaces vectoriels 
de dimension /' dans B°(E'). On veut montrer que le conoyau E 

>O l ' >E' >E >0 

est stable. 

On a vu que la non-stabilité de E impliquait l'existence d'une suite exacte 

>H >E >G >0 

où G est stable de pente < n(E) et donne, par le Diagramme 1, une suite exacte 

>Q >E' >G >0 

D'après ce qui précède, il nous reste à montrer que si E' et O 1 ' sont assez 
généraux, alors Q est génériquement engendré par ses sections 
On peut supposer que génériquement un sous-espace de sections O 1 _1 C O 1 
vérifie: le conoyau R 

>O l '- x >E' >R >0 

est stable. 

Cette suite exacte se place dans un diagramme commutatif 



! 

— ► o 

— ► O 1 '' 1 — > E' — > R — ► 
— > O 1 ' — > E' — > E — > 
O — > 

I 
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dont on retient la suite exacte 



>0 >R >E >0 



qui, avec la suite exacte en E, G et H, donne un nouveau diagramme commutatif 



















1 





- 


-> if 


I 


ï 


! 


o 


-> R - 




ï 


ï 


! 


Qo 


-> R - 


-> G 


i 


ï 


I 


H - 


-> 





i 



















Diagramme 3 
où Qo est le noyau du morphisme R — > G 

Comme //(if) > /«(-E 1 ) > ^(R), on en déduit que h (Qg) = (sinon, if serait 
un sous-fibré de R stable) . On a encore un dernier diagramme 



















I 





- 


-> Qo 


I 


I 


! 


o 1 '- 1 - 




-> 


I 


I 


! 


Q 






! 




! 


Qo 


-> 





1 



















dont on retient la suite exacte 



>O l '- x >Q >Q >0 . 

On en déduit que fi(Qo) = 1 + — !azi. Comme h°(<3o) = et que Q est 
un sous-fibré de stable de pente < 2, la proposition A-2 du chap. 1 implique 
que h (Qo) = nQ + Iq- Toutes les sections de Qo remontent donc à Q. On va 
montrer que Qo est génériquement engendré par ses sections et ce sera fini. 
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C'est la suite exacte donnée par le diagramme 3: 



>0 >Q >H >0 

qui nous permet de conclure: d'après ce qui précède, on a [i(H) = l+ g '°^ 1q . 
et comme H contredit la stabilité de E, on a aussi par hypothèse n(H) > n(R). 
Comme dans le cas V = 1, on en déduit que Qq est génériquement engendré par 
ses sections (sinon Qq contient un sous-faisceau de pente > 1 + et ceci 

contredit la stabilité de R). 

La démonstration du théorème est donc terminée. {> 
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Annexe: 
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a =K/n 



La courbe de Brill-Noether 



□ 

o 



Existence de fibrés stables et les W irréductibles, ... 
Ces deux points correspondent à O ou K. 

Existence uniquement de fibrés semi-stables. 
En (1,1), existence uniquement de fibrés semi-stables. 



Droite de Clifford 



W est vide 




Droite de Riemann-Roch 



\l =d/n 



Ci m i 



À=k/n 
1 



1-1/g 



La courbe de Brill-Noether: p=0 




A: k=l+ 1/g (n-1) 



Existence de fibrés 
stables et les W ont 
la bonne structure. 



: Existence uniquement 
de fibrés semi-stables. 



O : au point (1,1), existence 
uniquement de fibrés 
semi-stables. 



\x =d/n 



La courbe de Brill-Noether 
W est vide 




: W est non vide et possède 
une composante de la bonne dimensic 



□ : Au point (2, l+l/(g-l)), il y a 
le fibré Ek . 

O : Existence uniquement de fibrés semi-st; 



: Le cas des fibrés de pente 2 n'est pas 
encore entièrement traité. 



(n+gl)/d 



\x =d/n 



Figure f 




Figure a 



A,=k/n 



Le théorème de Teixidor: 1ère étape 




Figure b 



X=k/n 



Le théorème de Teixidor: 2eme étape : symétrie de Riemann-Roch. 




Figure c 



